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Agnieszka Kutacka

Matematyczny model dla prawa Krylowa

1. Wstep

Prawo Krytowa zostato odkryte przez George’a K. Zipfa w 1949 roku
podczas jego badan nad stownikiem jezyka angielskiego. Prawo to odnosi sie
do polisemii i opisuje relacje pomiedzy nalezacg do danego stownika liczba
lekseméw y a liczbg ich znaczen z. Zipf zauwazyt, ze wraz ze wrostem licz-
by znaczen z liczba leksemoéw posiadajacych z znaczen maleje 1 wyrazit te
zaleznos¢ nastepujacg funkcja:

, (1)

gdzie C jest pewna stala!. Ten model funkcyjny byt pézniej krytykowany
m.in. przez Anne Wierzbicka?.

W 1967 Ferenc Papp przeanalizowat 60 tysiecy lekseméw ze stownika we-
gierskiego. Zauwazyl, ze dane empiryczne moga by¢ przyblizone przez fukcje
malejaca i zaproponowal nastepujace rownanie funkcyjne:

4 (2

gdzie W jest liczba leksemow w jednojezycznym stowniku, y jest liczba lek-
semow o z znaczeniach. Nie mozna oceni¢, czy dane empiryczne sa dobrze
przyblizone tym modelem, gdyz Papp nie zawart zadnych danych w swojej
pracy>.

W 1982 Jurij U. Krytow zgromadzit dane z dwoch stownikéw rosyjskich.
Zauwazyl, ze dane te wykazuja podobne rozktady statystyczne i wysunat
wniosek, ze r6znice wynikaja z niejasnych metod wyrdzniania znaczen wyra-
zOW, a nastepnie przyznat zaobserowanej tendecji status prawa. Zapropono-
wal inny model teoretyczny:
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1 J. Sambor, Stowa i liczby. Zagadnienia jezykoznawstwa statystycznego,Wroctaw 1972;
R. Hammerl, J. Sambor, O statystycznych prawach jezykowych, Warszawa 1993.

2 J. Sambor, op.cit., s. 64.

3 Ibidem, s. 75.
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gdzie p, jest prawdopodobienstwem wystapienia leksemu majacego z zna-
czen w danym stowniku, p; jest prawdopodobienstwem wylosowania leksemu
o jednym znaczniu?. Ten model okazal sic pdézniej niezadowalajacy i jako
rozklad teoretyczny nie przybliza dobrze rozkladu empirycznego®.

Jadwiga Sambor w 1990 roku opublikowata wyniki badan nad prawem
Krytowa, ktore przeprowadzita na stownikach jezykow polskiego, rosyjskiego
i angielskiego, losujac probki o ustalonej liczbie leksemow. Badaczka pordw-
nata wyniki swoich badan nad danymi empirycznymi z wynikami otrzyma-
nymi przez Krytowa i dostrzegta podobienstwa miedzy nimi. Uznala, ze r6z-
nice powstaty z powodu zastosowania réznych procedur wyrédzniania znaczen
i wlasnosci danego jezyka, np. stownik jezyka angielskiego zawiera wigcej lek-
semo6w o duzej liczbie znaczen niz stowniki jezykéw polskiego i rosyjskiego®.

Badania nad prawem Krytowa nadal trwaja. Gabriel Altmann wyjasnia
koniecznos¢ zachodzenia prawa Krytowa regutami Zipfa, ktore leza u podstaw
zachowan ludzkich i stosuja sie do zasady najmniejszego wysitku: rozméwcy
daza przy kodowaniu i dekodowaniu infromacji jezykowej do zuzytkowania
najmniejszej ilosci energii. Wyniki dziatania tych sit podczas rozmowy sa pro-
cesemi unifikacjii i réznicowania znaczen lekseméw w jezyku’. Ulepszony mo-
del teoretyczny opisujacy to prawo zostat zaproponowany przez Rolfa Ham-
merla w 1991, do ktérej odnoszg sie autorzy podrecznika O statystycznych
prawach jezykowych®. Inne modele zamieszczone sa w atrykule G. Wimmera
i G. Altmanna®, jednakze zaden z nich nie zostal w pelni zweryfikowany!?.

W artykule Agnieszki Kutackiej!! zaprezentowane zostaty wlasnoéci mo-
delu matematycznego opisujacego prawo Krytowa. Przedstawiono w nim réw-
niez jednolita procedure weryfikacji tego prawa, a takze znaleziono wystarcza-
jaca wielkos¢ prob, by dane empiryczne zbiegaty sie do pewnej funkeji, i wska-
zano sposob, w jaki mozna je gromadzi¢. W niniejszym artykule zgromadzono
wyniki pierwszej proby znalezienia teoretycznego modelu, czyli funkcji, ktora
bedzie dobrze przybliza¢ dane.

4 J.K. Krylow, Eine Untersuchung Statistischer Gesetzmdissigkeiten auf der paradig-
matischen Ebene der lexik natiirlicher Sprachen, ,Studies on Zipf’s law” 1982, s. 250.

> R. Hammerl, J. Sambor, op.cit., s. 124.

6 Ibidem, s. 120-123.

" Por. G. Altmann, Diversification processes, w: Quantitative Linguistics. An Interna-
tional Handbook, red. R. Kohler, G. Altmann, R.G. Piotrowski, Berlin—-New York 2005,
s. 97-113.

8 R. Hammerl, J. Sambor, op.cit., s. 125.

9 G. Wimmer, G. Altmann, Unified derivation of some linguistic laws, w: Quantitative
Linguistics..., s. 791-807.

10 Badania byty przeprowadzone na malych prébkach i ograniczone do jednego jezyka.

A, Kutacka, Procedura weryfikacji prawa Krytowa, ,LingVaria” 2 (8), 2009, s. 9-20.
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2. Réwnania krzywych aproksymujacych

Jednym ze sposobow znalezienia réwnania, ktore opisywatoby badane
zmienne, jest rozpatrywanie rownan krzywych aproksymujacych. Nalezy na-
nies¢ na uktad wspéhrzednych punkty (X;, Y;) odpowiadajace zmiennym X
i Y — w ten sposob otrzymujemy wykres punktowy. Nastepnie omawia sie
pewne cechy modelu teoretycznego, ktéry przyblizatby te dane, tak jak zro-
biono to w artykule Agnieszki Kutackiej!?. Dla danego wykresu puktowego
mozna dobraé¢ krzywa gtadka, ktora by dobrze przyblizata dane empiryczne
i ktéra nosi nazwe krzywej aproksymujacej. Ta krzywa, ktora najlepiej przy-
bliza dane, nosi nazwe ,najlepszej aproksymacji danych”. Istnieje wiele row-
nan krzywych, ktore mozna zastosowa¢: rownania funkcji wielomianowych,
eksponencjalnych, logarytmicznych itd.

Przyjrzyjmy si¢ nastepujacemu przyktadowi. Dane zostaty wyekscerpo-
wane ze Stownika jezyka polskiego PWN'3:

Tabela 1. Czestosci leksemow o x znaczeniach. Leksemy zaczynajace sie na litere ,u”
| Liczbaznaczen —z | 1 [ 2 [ 3 [ 4] 5[ 6] 7] 8] 9] 10[ Suma |
| Czgstosé — F | 941 385 | 113 46| 20 7] 1 [ 4] 1 [ 1 [ 1519 ]

Punkty, ktorych pierwszg wspotrzedng stanowi liczba znaczen z, a dru-
ga — ich czestosdé, zostaly zaznaczone na wykresie (Rysunek 1.) i potaczone
lamang. Jak moza zauwazy¢, tylko 99,5% danych zostalo przeanalizowanych
i przedstawionych na wykresie. Ta procedura bedzie stosowana w trakcie
weryfikacji prawa oraz jego modelu. Warto wspomnie¢, ze jest to prawo sta-
tystyczne i danych o niklej frekwencji nie rozwaza sie w stosunku do pozo-
statych wielko$ci.

Jak wspomniano we Wstepie, rozwazano juz wiele modeli przyblizajacych
dane, ale nie znalezniono modelu zadowalajacego. Celem niniejszego artykutu
jest te luke wypetnié.

3. Model teoretyczny

Model, ktoéry opisuje prawo Krylowa, oparty bedzie na nastepujacym wzo-
rze:

flz) = iAixi, (4)

gdzie n+1 jest liczba znaczen leksemow, ktore zostaty wlaczone do analizy, a x
jest liczba znaczen leksemow wchodzacych w sktad zbioru o liczbie elementow
zbiéru f(zx). A; sa pewnymi wspdtezynnikami.

12 Ibidem.
13 http://sjp.pwn.pl/
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Rysunek 1. Wykres punktowy wraz z lamanag laczaca te punkty dla danych z Tabeli 1.
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Dla danych w powyzszym przyktadzie bedzie sie poszukiwac funkcji, ktora
przeksztalci:

r =1na f(1) = 941,
r =2na f(2) = 345,
r =3 na f(3) =113,
r =4 na f(4) = 46,
x =5na f(5) = 20,
r=6na f(6) =7.

Mozna pomingé¢ wartosci z = 7,8, 9, 10, gdyz stanowig one mniej niz 0,5%
wszystkich danych. Powodem ograniczenia zbioru danych do 99,5% liczby lek-
semow jest ujednolicenie procedury, ktora moze by¢ zastosowana do réznych
stownikéw. Innym powodem jest uznanie 0,5% danych za te, ktére reprezen-
tuja elementy odstajace.

Funkcje, ktorej wykresem bedzie krzywa aproksymujaca, mozna znalez¢,
rozwiagzujac uktad réwnan:

(a) 941 = Ag x 194+ A} x 11+ Ay x 124+ A3 x 13 + Ay x 11+ A5 x 15,
(b) 345 = Ag x 20 + Ay x 2V + Ay x 22 + A3 x 23 + Ay x 24 + A5 x 25,
(€) 113 =Ag x 3%+ A} x 31+ Ay x 32 + A3 x 33 + Ay x 31 + A5 x 3°,
(d) 46 = Ag x 4% + Ay x 41 + Ay x 42 + A3 x 43 + Ay x 4% + A5 x 45,
(e) 20 = Ag x 5%+ A} x 51 + Ay x 52 + Az x 5% + Ay x 5* + A5 x 5°,
(f) 7= Ag x 6° + A} x 61 + Ay x 6% + Az x 63 + Ay x 6 + A5 x 6°.



Agnieszka Kutacka, Matematyczny model dla prawa Krylowa 27

Mozna je tatwo rozwiagza¢ za pomoca metody macierzowe;j:

A = MX, gdzie
941 11 1 1 1 1 ﬁo
34 12 4 8 16 32 A1
113 13 9 27 81 243 2
A=106 |"M=11 4 16 64 256 1024 | 1 X= ﬁfﬂ (5)
20 1 5 25 125 625 3125 A4
7 1 6 36 216 1296 7776 >
Ag
Rozwiazaniem powyzszego rownania jest:
2154
—1615
451
X = —4954 |- (6)
0.5
0.175

Liczby bedace rozwiazaniem powyzszego uktadu réwnan podane sg z do-
ktadnoscig do 4 cyfr znaczgcych. Podstawiajac je do réwnania funkcji, otrzy-
mujemy:

f(z) = 2154 — 1615z + 4512* — 49.542° + 0.5x* + 0.1752°. (7)

Ten wzor funkcyjny jest zalezny od liczby badanych leksemoéw. Dlatego
tez, by poréwnac¢ dane pochodzace z réznych stownikow i réznych probek, na-
lezy go ulepszy¢ poprzez podzielenie obu stron réwnania (7) przez catkowita
czestosé, otrzymujac nowg funkcje — ¢:

f(z)

catkowita czestosé

g(x) = (8)

W przypadku danych zaprezentowanych wyzej czestosé catkowita wynosi
1519, a wiec nowa fukncja ma nastepujacy wzor (liczby podane sa z doktad-
noscia do 5 cyfr znaczacych):

g(x) = 1.4180 — 1.0632x + 0.296912% — 0.0326142> 4 0.000329162* +0.00011521°.
(9)

Przed omowieniem wartosci wspotczynnikéw nalezy sprawdzic, czy da-

ne teoretyczne (czestosci oczekiwane) dobrze przyblizaja dane empiryczne
(zaobserwowane czestosci). Poréwnano czestosci oczekiwane i zaobserwowa-
ne dla kazdej wartosci z (liczby znaczen lesemow), stosujac test chi-kwadrat
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polegajacy na poréwnaniu czestosci empirycznych i danych teoretycznych
wyliczonych za pomoca wzoru funkcji f. Ponadto jedyny powdd, dla ktérego
funkcja ¢g bedzie preferowana, to mozliwo$¢ poréwnania danych z réznych
stownikow.

Tabela 2. Czestosci zaobserwowane i oczekiwane dla wyrazéw o z znaczeniach

’ x \ Czestos¢ obserwowana \ Czestos¢ oczekiwana
1 941 941.14
2 345 345.28
3 113 113.45
4 46 46.64
5 20 20.875
6 7 8.16

Dla danych w Tabeli 2. ¥? = 0.2124 z v = 5 stopniom swobody i jest mniej-
szy niz x2gs = 11.1, co oznacza, ze model dobrze przybliza zaobserwowane
czestosci. Moze wydawaé sie, ze zbyt dobrze przybliza dane, jednakze war-
to zauwazy¢, ze malg warto$é x? zawdzieczamy znalezieniu wspoélezynnikéw
rozwigzujac uktad rownan. Wskazuje tez na to, ze liczba cyfr znaczacych jest
wystarczajaca, by dobrze przybliza¢ dane.

4. Stowniki jezyka polskiego

Stosujac procedure opisana we wspomnianym artykule!*, zweryfikowano
prawo Krylowa na materiale uzyskanym z nastepujacych stownikéw: (1) Stow-
nik jezyka polskiego, pod red. W. Doroszewskiego, t. 6, Warszawa 1964, z 120
tysiacami lekseméw, (2) Stownik jezyka polskiego, pod red. M. Szymczaka,
t. 1, Warszawa 1978, z 80 tysigcami lekseméw i (3) Stownik wspélczesnego
jezyka polskiego, pod red. B. Dunaja, Warszawa 2000, z 62 tysiagcami lekse-
mow. Dane surowe zebrane sa w Tabelach 3-5.

Tabela 3. Czestosci lekseméw o z znaczeniach w stowniku Doroszewskiego
[z 1 [ 2 [ 3] 4]5]6[7[8[9]10]14]15][16] 19 Suma |
| F 14486 [ 2121 [ 570 [ 197 [ 87 [35 [23[6[5[ 7 [ 1 [ 1 [ 1 [ 1 [ 17541 |

Tabela 4. Czestosci leksemdw o x znaczeniach w stowniku Szymczaka
[z 1 ] 2 [ 3] 4] 5] 6] 7[8[9]10] 11] 12] Suma |
| F] 14183 2180 [ 557 [ 193 [ 73 [ 35| 12| 8[ 3] 4 | 3 | 2 [ 17253 |

Tabela 5. Czestosci leksemoéw o z znaczeniach w stowniku Dunaja
l] 1 [ 2 [ 3[4 ]5[]6]7[8[9[10]11]12]13[15]16 |
| F 14606 [ 2975 [ 553 [ 268 [ 104 [49 [ 26 [17[7[3 [ 4[4 [ 2 [ 1] 1]

14 1bhidem.
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(cd. Tab. 5.)

z | 18 | 19 | 26 | Suma
Fl1 1 1 | 18719

Punkty, ktorych pierwsza wspotrzedna to liczba znaczen, a druga to licz-
ba lekseméw o danej liczbie znaczen, uktadaja sie na krzywej $cisle malejacej,
jesli wezmie sie pod uwage 99.5%. A to oznacza, ze prawo zachodzi w anali-
zowanym materiale stownikowym.

Dla kazdego z badanych stownikow obliczono wartosci wspotezynnikow
funkeji g(x) w sposéb opisany w czesci 3. niniejszego artykutu. Dla kazdego
ze stownikéw analizowano 99.5% danych, czyli leksemy o co najmniej 6 zna-
czeniach:

— dla stownika Doroszewskiego

g1(z) = 3.6375 — 4.6965x + 2.42852% — 0.619412> 4 0.0774422* — 0.00378782°
(10)
— dla stownika Szymczaka

go(2) = 3.5383 — 4.50612 + 2.3029z — 0.581652° + 0.0721252" — 0.00350332°
(11)

— dla stownika Dunaja

g3(z) = 2.7045 —2.9869x + 1.32342* — 0.291002° 4 0.0316352* — 0.00135872°.
(12)
Nastepnie poréwnano wielkosci zaobserwowane i oczekiwane dla kazdego

ze stownikéw, stosujac test chi-kwadrat.

Tabela 6. Czestosci zaobserwowane i oczekiwane dla wyrazéw o z znaczeniach
w stowniku Doroszewskiego

’ x \ Czesto$¢ obserwowana \ Czestosc oczekiwana ‘
1 14448 14449
2 2121 2123.9
3 570 575.29
4 197 205.31
5 87 98.668
6 35 49.802

Dla danych w Tabeli 6. x> = 6.1682 z v = 5 stopniom swobody i jest
mniejszy niz x2qs = 11.1, co oznacza, ze model dobrze przybliza zaobserwo-
wane czestosci.
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Tabela 7. Czestosci zaobserwowane i oczekiwane dla wyrazow o = znaczeniach
w stowniku Szymczaka

] x \ Czesto$é obserwowana \ Czestosé oczekiwana
1 14183 14183
2 2180 2180.7
3 557 578.53
4 193 195.32
5 73 75.266
6 35 35.182

Dla danych w Tabeli 7. x? = 0.09875 z v = 5 stopniom swobody i jest
mniejszy niz X2 o5 = 11.1, co oznacza, ze model dobrze przybliza zaobserwo-
wane czestosci.

Tabela 8. Czestosci zaobserwowane i oczekiwane dla wyrazow o z znaczeniach
w stowniku Dunaja

’ x \ Czestos¢ obserwowana \ Czestos¢ oczekiwana
1 14606 14606
2 2975 2976
3 553 555.41
4 268 272.38
5 104 111.14
6 49 60.066

Dla danych w Tabeli 8. x? = 2.5786 z v = 5 stopniom swobody i jest
mniejszy niz x2 5 = 11.1, co oznacza, ze model dobrze przybliza zaobserwo-
wane czestosci.

5. Por6éwnanie wspoétczynnikéw

Wspblezynniki przy potegach z we wzorach funkeji (10) i (11) maja zbli-
zone wartosci, ale ich podobienstwo ze wspotczynnikami trzeciej funkeji lezy
jedynie w rozmiarach liczb i ich znakach. Jednakze, jesli poréwnamy wspot-
czynniki w funkcjach ¢, okaza sie¢ one podobne. Nalezy zauwazy¢, ze dla
pierwszych dwoéch funkeji 99.5% danych oznacza, ze analizujemy tylko lekse-
my o co hajwyzej 5 znaczeniach:

— dla stownika Doroszewskiego
g4(z) = 3.1829 — 3.6587x + 1.576252% — 0.297452% + 0.0206252*  (13)
— dla stownika Szymczaka

gs(z) = 3.1179 — 3.5462x + 1.51462% — 0.283872% + 0.0195762*  (14)
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— dla stownika Dunaja

g6(7) = 2.7045 —2.98692 + 1.32342% — 0.291002° 4-0.0316352* — 0.00135872°.

(15)
Oznacza to, ze rozklady statystyczne lekseméw o z znaczeniach sa w ba-
danych stownikach zblizone. Lamane na wykresie (Rysunek 2.) otrzymano
przez polaczenie punktéw, ktérych pierwsza wspoétrzedna to liczba znaczen,
a druga to czestos¢ wzgledna lekseméw o danej liczbie znaczen, otrzymana
ze wzoréw (13)—(15). Jak mozna zauwazy¢, wykresy nakladaja sie na siebie
i ich ksztalty sa podobne.

Rysunek 2. Lamane dla funkeji danych réwnaniami (11)—(13)

(z — liczba znaczen, y — czestos$é wzgledna)
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6. Dalsze badania

Dalsze badania moga podaza¢ dwiema drogami: jedng z nich jest po-
prawienie modelu i znalezienie fukncji niebedacej wielomianem, stuzacej do
przyblizania danych; inng drogag bedzie poréwnanie wielkosci analizowanego
typu uzyskanych na podstawie danych pochodzacych ze stownikéw réznych
jezykow w celu ustalenia cech jezyka i ich zwigzkéw ze wspotczynnikami zna-
lezionymi dla danego stownika.
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Mathematical Model for the Krylov Law
SUMMARY

This article presents a mathematical model for Krylov’s law, which fits well
the empirical data. The data from a set of Polish dictionaries has been collected
and the coefficients in the formula based on the mathematical model have been
compared.
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